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1. Introduction 
Un aspect fondamerltal de la thkorie des langages est 1’6tude des propriSs 
algkbriques des families de langages. Les theories des &es rationnels [2] et des 
familles agrhables de langages [5] (Fal en abregk, ‘full AFL’ en anglais) ont et6 
dkvelopp6es & cet effet. Cependant la carackisation de familles de langages 
classiques a nkessitk l’introduction d’outils plus spkifiques tels que les opkatenrs 
‘syntactiques’ binaires de Greibach [lo]. De meme Boasson, Crestin et Nivat ont 
caract&i& en [l] les langages ultralin6aires et (fortement) quasirationnels [3,13] de 
rang p & l’aide de deux opkrwteurs unaires, le chevron et le crochet, qui a tout langage 
L associent respectivement les &es rationnels engendks par 
Ch(L) = {dlb” 1 I E L, n E N} 
et 
[L] = {wlG 11 E L, w E (a, b}“}, 
oh {a, b} est UP ensemble disjoint de l’alphabet de L et t3 l’image miroir de w. 
Ces deux opkateurs permettent, en outre, d’aborder sous de nouveaux aspects [l] 
la conjecture de Greibach dans [19] sur la nature du c6ne rationnel maximal inclus 
dans les langages algebriques (context-free). 
Dans le present article nous considkrons un nouvel opkateur unaire, appeli 
crochet ouvert, qui B tout langage L associe le cane rationnel engendrk par 
CO(L) = {w/w 1 I E L, w E {a, 6)“). Nous montrons que cet opkrateur & des propriktks 
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analogues 5 celles du chevron et du crochet de [1] ainsi qu’a celles des operateurs 
syntactiques de Greibach. 11 permet en particulier de construire de nouvelles 
hikrarchies de c6nes rationnels dont l’union est done un cone non principal. 
NOUS utilisons alors cet operateur pour etudier la famille des langages vtrifiables 
[I$] (‘checking automata languages’ dans [9]). Rappelons qu’un langage est 
verifiable s’il est reconnu par un accepteur verificateur [141 (‘checking automaton’ 
dans [9]), cas particulier des ‘one-way stack automata’ introduits par Ginsburg, 
Greibach et Harrison en [7]. Ces accepteurs unilateres sont munis d’un ruban 
memoire sur lequel ils peuvent ecrire puis consulter un mot sans plus pouvoir le 
modifier. La classe des langages verifiables presente de nombreuses analogies 
structurelles avec celle des langages algebriques: toutes deux forment des FAL 
principales, fermees par substitution. On peut y definir des hierarchies infinies a 
partir du fonctionnement des automates qui les reconnaissent: familles S,,,,,, de 
Greibach dans [8], familles ‘Vm des cones rationnels de langages reconnus par des 
accepteurs verificateurs faisant au plus m mouvements en memoire definis par 
l’auteur en [‘15] (‘finite turn checking automata languages’ dans [17]). 
Notons enfin que l’etude des langages verifiables est egalement justifiee par une 
conjecture de Greibach dans [ 191: le cone rationnel maximal contenu dans la famille 
des langages algebriques erait l’intersection de cette famille avec celledes langages 
verifiables. 
Nous montrons dans cet article que 16: plus petit cone rationnel fermi par union et 
crochet ouvert est l’union d’une hierarehie W(C’i! de cones rationnels de langages 
verifiables que nous comparons a la hiirarchie V#,, de [15]. Enfin nous montrons 
l’incomparabilite des plus petits cones rationnels fermes respectivement par crochet 
(la famille des langages lineaires) et par crochet ouvert. 
Un certain nombre de ces r&ultats a ete presente sans preuve dans [16]. 
e Dans toute la suite les mono’ides libres consider& seront finiment engendrds et e 
designera l’element neutre. Pour tout langage L, Xt designera le plus petit alphabet 
fini tel que L E X g. Les alphabets XL sont tous partie d’un alphabet denombrable 
unique, 
2. Notations, dkfinitions 
DCfinition 1. Un homomorphisme q d’un mono’ide libre X* dans l’ensemble des 
parties d’un monoi’de Y* (muni de !a structure de monoi’de induite par celle de Y*) 
est une Ssubstitutiorz si et seulement si pour tout x E X, p(x) E 3 Nous noterons 
9’ 2” la famille de langages definie par 
3 3” = {p(L) 1 L E 2 et cp est une .Z”-substitution}. 
Ainsi, si Fin dbsigne la famjlle des langages finis et Rat la famille des langages 
rationnels: 
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-Fin 3’ est la plus petite de langages contenant 3’ et fermCe par union et prcluit, 
-Rat 3 est la plus petite famille de langages contenant 9 et fermde par union, 
produit et Ctoile. 
Nous dksignerons par W(Z) le c&e rationnel engendre par 9 [2], c’est-k-dire: 
U(S) = {r(L) IL E 9, 7 est une transduction rationnelle}. 
Ce”(S’) designera la fermeture par union de S(9) (‘full semi AFL’ engendre par 9 
[6]). La FAL (full AFL, [S]) engendree par 3, notee 9(Z), n’est autre que Rat S’(Z), 
tandis que Fin S’(S) est le plus petit c6ne rationnel contenant 9 et ferme par union et 
produit .
Rat* dbsignera la famille des parties rationnelles du produit cartksien de deux 
mono’ides libres 143.11 est connu [ 121 que la partie A de X* x Y * est rationnelle si et 
seulement si il existe un monoi’de libre Z*, un langage rationnel K C_ Z* et deux 
homomorphismes cp et (I dans X* et Y* respectivement, tels que 
A = {WC VW I w E Kl. 
DCfinition 2. Le crochet ouvert d’un langage L par A appartenant ti Ratz, not6 
CO(L, A) est le langage 
CO(L, A) = {al waz 1 (al, a*) E A, w E L}. 
Dans le cas oti A = {(w, w) 1 w E {a, b}“}, avec {a, b} rI XL = 8, nous dksignerons par 
CO(L) le langage 
CO(L) = CO(L, (( w, w) I w E Ia, bI*D- 
11 est & noter que CO(L) est defini & un isomorphisme prks. 
Une famille de langages 9 est fermCe par crochet ouvert si et seulcment si A 
appartient a Rat, et L appartient & ZE’ impliquent CO(L, A) appartient 5 2. 
Nous designerons par CO(.Z’) It: plus petite c6ne rationnel fermk par union et 
contenant la famille 9 des crochets ouverts de L E 2’: 
9” = {CO(L, A) IL E 2, A E Rat*}. 
Dans le cas oti 9 est un cane rationnel nous pouvons knoncer: 
ThQorkme 1. Si 9est un c&e rationnel, CO(9j est identique h la fermeture par u&n 
de 3” = {CO(L, A) IL E A E Ratz}. 
Dbmonstration. 11 est clair que CO(Z) contient la fermeture par union de la fami!le 
3”. 11 nous suffit done de vkrifier que la fermeture par union de 9’ est un &,ne 
rationnel. 
D’aprbs le thkor&me de caractkrisation des transductions rationnelles de Nivat 
[ 121, on sait que pour toute transduction rationnelle T de X* dans Y* il existe un 
monoi’de libre Z”, un langage rationnel K EZ* et deux homqmorphismes 
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alphabetiques cp et # de Z* dans X* et Y* respectivement, tels que VIE X*, 
r(f) = $(Q-‘f nK)* 
Soit done L’ E 2, A E Rat2 et L E 9 tels que L’ = CO(L, A): 
(a) Soit Q un homomorphisme alphabetique de Lr* dans T* avec L’s T*. 
Comme Q est alphabetique on a: 
Q-l&‘) = co(Q%, Q-h). 
Q-*L appartient au cone rationnel 9 et Q-‘A appartient B Rat2 [l]. Done Q-‘(L’) E 
9’. 
(b) Soit Q un homomorphisme de monoi’des libres. Alors (p(L') = CO(rpL, QA) 
appartient B 9’ puisque QL E 9 et QA E Rat2 d’aprbs la caractkisation de [ 121. 
(c) Soit K E Rat(X*) reconnu par un automate fini ayant Q pour ensemble 
d’etats, q. pour &at initial, F pour etats finals et 6 pour fonction de transition. 
Pour tout 4 et 4’E Q, soient 
& = b’ E x* I aqo, w) = 91, 
Kqq’ = {w E x* I6(q, w) = tf), 
K:, ={w EX*la(q, w)EF} 
ces ensembles ent rationnels et K = U,,, &K&K& 
Soit L’ = CO(L, A) E X*. Om a clairement 
or L n Kqq8 appartienl au cone rationnel .=% etsi A = {(Qw, #w) 1 w E R} alors 
A n (K, X Kit) = {(Qw, +w) 1 w E R n cp-‘(K,) n #-‘(KLO)} 
et done A n (Kq x Kqs) appartient a Rat2. 
Chacun des crochets ouverts CO(L n Kqqe, A n (Kq x Kbp)) appartient done a 5” 
et leur union finie B la fermeture par union de 3’. D’ou le r&ultat. 
Dans le cas ou 9 est un cone rationnel principal nous avons en outre: 
ThCor&me 2. Si 28 est un c&e rationnel principal et L un gbahateur de 2, si X est un 
alphabet d’au moins deux lettres, disjoint de celui de L, alors CO@‘) est un chae 
rationnel principa! dont CO(L) = CO(L, ((w, w) I w E .X*)) est un g&rateur. 
INmonstration. Soit Lo E CO&?). Nous allons montrer que LO est image par une 
transduction rationnelle de CO(L). Comme CO(L) E CO(9) le resuhat en d6coulera. 
D’apres le Theoreme 1 il existe n E N, n ensembles Ai E Rat2 et n langages Mj E 9 
tels que Lo = UT=, CO(Mj, Aj). Comme 9 est un cone rationnel principal il existe n 
transductions rationnelles rj, 1 <j G n, telles que Mj = rj(Lj)’ 1 <j s a, oil L1, . . . , L, 
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sont des copies de L sur des alphabets XL~, . . . , XL, disjoints deux B deux. On peut 
supposer que E n’appartient pas B Lj, 1 Gj G n. 
D’autre part pour tout j E [ 1, n], il existe y1 langages rationnels locaux Ki et 2n 
homomorphismes alphabetiques qj et @j, 1 s j G it, tels que [12] 
On peut supposer les alphabets XK, et XL, disjoints deux g deux. 
Soit alors X un alphabet d’au moins deux lettres, disjoint des preckdents. Soit pour 
tout j, lGjW2, L0, = CO(Lj)m 11 est facile de verifier, &ant donn6 la disjonction des 
alphabets qu’il existe des transductions rationnelles ri telles que 
L;=CO(Lj,{( W, W)IWEKj})=7i(LO)* 
Soit alors pour tout j, 1 <j G n, 7; la transduction rationnelle qui rejette les mots 
n’appartenant pas B XgXzXgj et fonctionne comme pj sur le prefixe des mots 
inclus dans X&, comme 7j sur le facteur inclus dans XEj et comme & sur le suffixe 
dans XEj. 77 se consti’uit facilement &ant donnC la disjonction des alphabets. On 
obtient alors: 
CO(M;; A, 1 =TrCO(Lj, {(W, W)lWE Kj}) 
et par consBquent 
Lo=6 7; O Ti CO(Lj) 
i-1 
et done 
fermi pour 1 ‘op&ateur crochet ouvert si 
et seulement si pour tout generateur L de 3, CO(L) appartient h 9. 
Notation. Nous Ccrirons CO’(3) pour CO(* l l (CO(.S)) l l a), i.e. I’application 
r&pet&e i fois de 1’opCrateur crochet ouvert sur la famille 9. En particulier nous 
poserons COO(9) = ZZ 
On peut alors enoncer: 
Corollaire 2. Soit 3 un cone rationner’ principal de g>nerateur L. Si X est un alphabet 
d ‘au moins deux lettres disjoint de XL et c uI: symbole n’appartenant pas & X v XL, 
alors pour tout i 2 1, CO’(9) est un cone r-ationnel principal dont 
Li={W~CW~Cg'oWiClCWio*gCW2CW~~WpEX*, lSp~i,ZE&} 
est un gtWrateur. 
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Enfin le Theo&me 2 permet de donner une autre caractkisation du c6ne rationnel 
CO(Z): 
Corollaire 3. §oit 9 une famille de langages, alors 
1 L E 91. 
3. Propriites du crochet ouvert 
Afin d’ktudier les propriM% des canes rationnels fermCs par union et crochet 
ouvert (resp. union, produit et crochet ouvert) &ablissona un certain nombre de 
Gsultats preliminaires. 
D6finition 3. Etant donn6 un langage L nous appellerons chevron de L, not6 Ch(L) 
((L) dans [2]) le langage 
Ch(L)={a”lb”In~N,kL} 
avec (a, 6) n XL = (b. 
Ainsi Ch(L) = CO(L, (a, 6)“). On a alors le theor&me suivant de Latteux [ll]: 
ThCor$me 3 [ 111. SM?est un c&e ration& fermi’ par union L E: X* un langage, aet b 
deux lettres n ‘appartenant pas ci X, la condition Ch(L) = CO(L, (a, b)*) E CO(s) 
implique L E 2. 
On en dkduit alors immkdiatement: 
Corollaire 4. Soit L un langage t X un alphabet d’au moins deux lettres disjoint de 
XL. Si 2 est un c&e rationnel fermi par union, la condition 
CO(L) = CO(L, {( w, w)~wEX*})ECO(a2) 
implique L E 2. 
DCmonstration. Si E & L alors la condition CO(L) E CO@?) implique trivialement 
Ch(L) E CO(Z) et done L E 2 d’apr&s le ThCor&me 3. 
Si E E L et CO(L) E CO@?), alors 
CO(L -{E}) = CO(L) n x*xfi;x* E CO&?) 
et de meme que pr&demment L -(E} E 2’. Comme 9 est un c6ne rGtionne1 ferm6 
par union, il en r&.&e que L E 2 
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codaire 5. soit .5? un c&e rationnel fermi’ par union et non clos par crochet ouvert, 
alors C&Y?) 5 COi+‘(,V), Vi > 1. 
Dbmonstration. Puisque 9 n’est pas fermC par crochet ouvert il existe 1: E 
CO(=Z)\Z. On a clsirement Ch(L) E CO*(g). Si Ch(L) appartenait B CO(Z) alors 
d’apr&s le Th&or&me 3GTL aurait L E 5!’ ce qui contredit notre hypoth&se. La preuve 
s’achhve par une rkrrence triviale. 
Cor&&e 6. soit 3-f un c&e rationnel fermi par union et non clos par crochet ouvert 
(resp. chevron), alors %&(Sf) (resp. %Ph (2)) le plus petit c&e rationnel fermk par 
union et crochet ouvert (resp. chevron ) con tenant 2 est non principal. 
DQmonstration. Soit % = Uiao COi(.Z). Clairement %’ est inclus dans %& (9). Or % 
est un cbne rationnel fermC par union et crochet ouvert puisque COi(9) est un c8ne 
rationnel fermC par union, Wi > 0, et si L E % alors il existe i tel que L E CO’(s) et 
done pour tout A E Rat*, CO(L, A) E COi+l(Z’) c %. 
Done Ce est bien &gal B %& (9) et le resultat dkoule du Corollaire 5. La preuve 
pour le chevron est identique. 
Corollaire 7. Soit Sun &ne rationnel fermi’ par union, L un langage t X un alphabet 
d ‘au moins deux lettres disjoint de XL. Si 
[L]={wlG~lEL,wEX*}E%~iQ~) 
alors [L] E 2. 
Diimonstration. 11 suffit de remarquer qu’il existe une transduction rationnelle r 
telle que ChP(L) = T([L]), oti ChP est l’application p fois r&p&e de 1’opCration 
chevron sur le langage L, Vp 3 1. Si done [L] E %‘po (.9), il existe p E N tel que 
[L] E COp(9), done ChP(L) E COp(9). Le r6sultat dkoule alors de l’application, p
fois rep&tee, du Theo&me 3. 
11 en rbsulte alors immbdiatement: 
Corollaire 8. Soit 2 un c&e rationnel fermi’ par union et S2 = (~6 I w E {a, bl*l. 
Alors S2 E &&9) implique SZ E .% 
L’&u& des c&es rationnels fermCs par union, produit et crochet ouvert repose 
essentiellement sur un rksultat de [2] que nous rappelons tout d’abord: 
Thiiorikme 4 [2]. Soit 2 un c&e rationnel 
condition Ch(L) E Rat 3’ implique L E 9. 
fermi par union et L un langage. La 
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Corollaire 9. Soit 3 un cBne rationnel ferme’ par union, L un langage et X un 
alphabet d’au moins dew lettres disjoint de XL. La condition CO(L) = 
CO(L, {(w, w) 1 w E X*}) E Rat 3’ implique L E 2’. 
Ceci nous permet alors d’enoncer: 
ThQor&me 5. Soit 9 un cone rationnel fermi’ par union et crochet ouvert (resp. 
chevron ). Alors s(2) = Rat 9 est une FAL principale si et seulement si 9 est une c&e 
rationnel principal. 
Dbmonstration. Si 2’ est un cone rationnel principal alors il est connu que s(3) est 
une FAL principale [6]. 
Reciproquement sis(2) = @(Lo) pour quelque langage Lo E P(9) alors, puisque 
2 est ferme par union, il existe un langage L1 E 9 tel que LO E I. 
Soit alors L un langage quelconque appartenant 528 et X un alphabet d’au moins 
deux letgres disjoint de XL. Comme 2 est fermi pour le crochet ouvert on a: 
CO(L) = CO(L, {( w, w) 1 w E X*}) E 2% P(S) = Rat V(LI). 
D’aprbs le Corollaire 9 il en resulte que L E Q(L1) puisque ce cone est fermf par 
union. Done .3?~ %‘(L1) i.e. 2’ est un cone rationnel principal puisque L1 E 9. 
Exempk 1. 11 est connu que la FAL des langages lineaires est principale et 
engendree par S2 = {WC@ 1 w E {a, b}“}. Si Met designe le cone rationnel des langages 
metalineaires (fermeture par produit du cone rationnel engendre par Sp), nous avons 
s(Sz) = Rat Met. Comme Met est un cone rationnel non principal, il resulte du 
Theoreme 5 que la famille des langages metalineaires n’est pas fermee par chevron. 
De m&me du ThCoreme 4 resulte le corollaire: 
Corollaire 10. Soit 9 une famille de langages. On a les implications: 
(a) CO(.ZZ) 5 Fin CO(Z) =$ Fin CO(S) 5 CO(Fin CO(S)), 
(b) CO&?) 5 Rat CO&‘) + Rat CO(S) 5 CO(Rat CO(.Z)). 
D4monstration. Nous etablissons (a), la preuve pour (b) est identique .
Soit LE Fin CO(2?)\CO(S’), le langage Ch(L) appartient B COWin CO(S)), si 
Ch(L) appartenait BFin CO(S) G Rat CO@?) alors, d’apres le Theo&me 4, on aurait 
L E CO(Z), puisque CO(Z) est un cone rationnel fermd par union, d’ou une 
contradiction. 
ThCoritme 6. Soit 2 un cone rationnel fermi’ par union, L1 et L2 deux langages sur des 
alphabets disjoints X1 et X2. La condition L1L2 E CO(Z) implique LI E Rat ou 
LZE3?. 
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DCmonstration. Si LlLz E CO(.S), alors d’apres le Theoreme 1 il existe un entier r~, n 
ensembles Ai IE Rat* et n langages Mi E 2” 1 <j G n, tels que 
LlL2 = 6 CO(M, Aj). 
j-l 
NOUS supposerons que A, et Mj sont non vides, 1 ~j s n. Pour tout w1 E L1 et tout 
w2 E L2, il existe done j, 1 <j 6 n, (a, b) E Aj et 2 E Mj tels que w1 w2 = alb. Deux cas se 
prkentent : 
(a) Pour tout w 1 E L1, il existe ~2 E L2,l s j s n, (a, b) E A, I E Mj tels que w1 w2 = 
alb et wr est un facteur gauche propre de a. 
Soit alors 
Montrons que L1 = L. 
Les conditions de ce cas impliquent L1 c L. Rkiproquement, soit w E XT tel qu’il 
existe 1 S j G n, w’ E XgX2, b E X,” v&ifiant (ww’, b) E Ai. Le langage Mj &ant non 
vide, il existe I E Mj et le mot 
ww’lb E CO(Mj, Aj) E LlL2e 
La disjonction des alphabets implique alors w E L1. Soit alors wl(Ai) = 
{a 13 b : (a, b) E Aj}. 11 est clair que 
L1= 
I 
W CXf 13W’EX*Xz : WW’E fi ?rl(Aj) l 
j=l I 
Or U;=, rl(Aj) est un langage rationnel et L1 est image de ce dernier dans une 
transduction rationnelle evidente. Done L1 est un langage rationnel. 
(b) 11 existe ~1 E L1 tel que pour tout w2 E Lz9 1 s j G n, (a, b) E Aj et I E A& la 
condition w1 w2 = alb implique que a est facteur gauche de wl. 
Wrifions que L2 est 6gal au langage 
Li={w’bEXf13a,~EXf,lSjSn:uw=wl,ww’EMj~(a,b)EAj}. 
Les conditions de ce cas impliquent L2 G L& Reciproquement soit w’b E X,* tel 
qu’il existe Q, w fz XT, 1 s j s n, verifiant QW = ~1, WW’E Mj et (a, b) E Ap On a done 
aww’b E CO(M,, AS) G LlL2 et la disjonction des alphabets implique w’b E L2. 
Pour tout w ‘1 facteur droit de w1 et tout 1 <j s n, soient 
Pj(Wi)={WyJ WiW’IEMj}, 
Qj(w~)={bl(~,b)EAj,uw~ =wl)- 
On a alors L2 =U,; {Pj(Wi)Qj(W{)ll s jsn}. 
Or Pj( wi ) est image de Mj par la transduction rationnelle qui rejette les mots ne 
commensant pas par w i et efface w i au debut des autres. De plus Qj( tipi ) est un 
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langage rationnel image de Q tel que aw ‘1 = w1 par la transduction associee BAj. 11 en 
resulte done que Pj( wi )Qj( wi ) est image de Mj dans une transduction rationnelle 
rj,wi* Nous pouvons done ecrire 
L* = U {Tj,wi(Mj) 11 sj s n) 
Wi 
i.e. Lz appartient ?i 9 puisque 9 est ferme par union. 
On deduit immediatement de ce theoreme: 
Corollaire 11. Soit 9 un c&e rationnel fermi’ par union. La condition 9 5 CO(Z) 
implique CO(s) 5 Fin CO(S). 
Dhmonstration. Soit L1 E CO(2?)\9 et L2 une copie de L1 sur un alphabet disjoint 
de celui de L1. Le langage L 1 L2 appartient B Fin CO(S) et n’appartient pas & CO(s), 
puisque cela impliquerait L1 E 2 puisque L1 n’est pas rationnel. 
Des ThCoremes 5 et 6 on tire: 
Thborhme 7. Soit 2 un ct%ze ratiowe fermi par union. La condition 9 5 CO(Z) 
implique: 
(a) Le plus petit c&e fermk par union, produit et crochet ouvert contenant Zest non 
principul, 
(b) La plus petite FAL fermeCe par crochet ouvert contenant 2 est non principale. 
Dhmonstration. Nous etablissons (a), la preuve pour (b) est identique. 
Soit la famille des cones rationnels 
Lz()=.s9 LZl= CO(Z) et 2ZP+l = CO(Fin CO(S)). 
Cette suite est strictement croissante; i.e. P,, s sP+l, p 3 1. En effet 
CO(2’) 5 Fin CO(S) implique Fin CO(Z) 4 CO(Fin CO(df)) d’apres le Corollaire 
10et 
Fin CO(Z) 5 CO(Fin CO(L&)) 
implique 
CO(Fin CO(Z)) 5 Fin CO(Fim CO(g)) 
d’apres le Corollaire 11 puisque Fin CO@?) est un cone ferme par union. Ainsi 
Z1 5 6p2 et .Z2 c, Fin Orpz et la demonstration s’acheve par une recurrence simple. 
Soit alors Za = UPzl 2$. .9- est un cone rationnel ferme par union puisque 2ZP en 
est un, Vp 2 1. D’autre part si L1 et; L2 appartiennent a 9m il existe p tel que L1 et LZ 
appartiennent & 2,, et L~L~E Fin .A$, c, .2& ainsi que CO(L, A)&ZP+l 5 2&, pour 
tout A E Rat;!. Done L, est ferme par produit et crochet ouvert. 
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Enfin tout cone rationnel ferme par union, produit, crochet ouvert et contenant 2 
contient trivialement Z&, VP 2 1, done 2 est le plus petit cone ayant ces proprieds. 
D’ou le resultat. 
4. Applications 
L’operateur crochet ouvert permet d’identifier un certain nombre de familles de 
langages verifiables [14] (checking automata languages dans [9]). Tout d’abord, il est 
a noter que cette famille est trivialement fermee pour cet operateur ainsi que pour 
les operateurs crochet et chevron de [l]. 
Introduisons tout d’abord la famille des langages C’i, Vi Z= 1: 
Ddfinition 4. Soit pour tout i 3 1 les langages Ci definis par: 
Ci ={W$Wi-1 ’ ’ ’ CWldWlC ’ l ’ Wi-1CWi 1 Wp E {a, b}*, 1 s p s i}. 
Les langages Ci sent verifiables et non algebriques [14]. 
Du Corollaire 2 on deduit immediatement, puisque {d} est un generateur Cc Rzt: 
Corollaire 12. Pour tout i 2 1, CO’(Rat) = %(Ci). 
Comme Rat n’est pas ferme pour le crochet ouvert puisque CO(Rat) = 
V({wcw 1 w E {a, b)*) il resulte du Corollaire 4: 
Corollaire 13. POW tOUt i 2 1, @(Ci) C, s(ci+l)= 
Du Corollaire 10 et du fait que %( Ci) n’est pas fermi par crochet ouvert il resulte 
Cgalement: 
Corollaire 14. %(Ci) 5 Fin %(Ci), Vi 2 1. 
Enfin on peut enoncer: 
Thbodme 8. (a) Q&‘o(Rat), le plus petit c&e rationnel fermi par union et crochet 
ouvert est non principal. 
(b) VP0 (Rat), le plus petit c&e rationnel fermi par union, produit et crochet ouvert 
est non principal. 
(c) s&Rat), la plus petite FAL fermke par crochet ouvert est non principale. 
Ces familles sont rcspeck;vement: 
(a) VP0 (Rat) =: U %‘( Ci), 
ial 
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(b) U& (Rat) = U Vi 
i21 
avec %I = Rat et %i+l= CO(Fin Vi ), i 2 f , 
&&Rat) = IJ 9i 
i*l 
avec 91~ Rat et 9i+l= CO(Rat Si), i 2 1. 
Enfin du Corollaire 8 il resulte directement: 
Corollaire 15. Les langages Sz = {w& 1 w E (a, b}*} et Ci, i 2 1, son? rationnellement 
incomparables. 
Nous terminerons cet article par la compairson des cones rationnels %(Ci) avec les 
cones rationnels Vi des langages verifiables B mouvements born& de degre j [ 151, i.e. 
tel que l’accepteur verificateur fait au plus j mouvements en memoire pour analyser 
le mot d’entree. 
Rappelons que pour tout j 2 1, Yi est un cone rationnel principal dont Li = 
{( wcGd)‘w 1 w E {a, b}*} est un generateur, avec c et d deux symboles non dans (a, b}. 
Du Corollaire 8 il resulte alors trivialement, puisque Sz = { wcG 1 w E {a, b}*} E
Vj, Vj a 1 et Sz& Rat: 
Lemme 1. Vial, LI ={wcGdwlw ~{a, b}*} n’appartientpash U(Cl). 
Par contse nous pouvons enoncer: 
Lemme 2. Wi 3 1, Ci E Vj si et seulement si i G j. 
DGmonstration. On construit sans difficult6 un accepteur verificateur B mouvement 
borne de degre i qui accepte le langage C’i. Rkciproquement si Ci appartenait 
au cone rationnel “u;:-l alors d’apres un lemme d’iteration de [lS] pour tout mot 
f= W~CW~C l l 9 cwidwic l l l cwzcwl de Ci suffisamment long il existe un entier n et 
urze factorisation de f en f = xlylx2y2 . 9 . x~Y,.x~+~ avec I G 2(i - 1) + 1 telle que 
f k =xly: l l l ~~yfx,+~ E Ci et quelles que soient les n occurrences de lettres de :f que 
I’on considere comme distinguees, alors il existe un indice i tel que yi contient au 
moins une position distinguee. Si l’on considere successivement les lettres de 
w1, w2,. .'Y wi comme distinguees, il en resulte immediatement que r 3 2i, ce qui 
contredit notre hypothise. D’ou le r&ultat. 
Les cones rationnels U(Ci) forment done une nouvelle hierarchic de cones de 
langages verifiables dont les liens avec la hierarchic Yj des langages verifiables a 
mouvelments born& de degre j se resument par S.e th&oreme: 
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TMor&ne 9. (a) Vj 3 1, le c&e rationnel Vi n’est pas inch dans 
Qkb(Rat) = U U(G), 
i*l 
(b) Vi 3 1, Vja i, @(Ci) 4 “Ir,. 
Nous terminerons cet articfe en 6nongant une conjecture sur les liens qui existent 
entre les trois opera&w unaires chevron, crochet et crochet ouvert: 
Conjecture. Pour toute famirre de langage 3 
Ch(S) = [Zt] n CO(S). 
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